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Пусть F – класс групп. Подгруппа H группы G называется F-s-добавляемой в G, если существует 
подгруппа K из G такая, что G = HK и K/K ∩ HG принадлежит F. В данной статье нами получены 
некоторые условия F-s-добавляемости подгруппы, в частности получены новые критерии  
р-нильпотентности группы.  
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Let F be a class of groups. A subgroup H of a group G is called F-s-supplemented in G if there exists a 
subgroup K of G such that G = HK and K/K ∩ HG belongs to F. We obtain some results about the F-s-
supplemented subgroups, in particular, a new criteria for p-nilpotency is obtained.  
Keywords: maximal subgroup, p-nilpotent group, F-s-supplemented subgroup. 
 
Введение. Все рассматриваемые в данной работе группы конечны. Строение группы 
тесно связано со свойствами максимальных подгрупп ее силовских подгрупп. Так, в рабо-
те [1] было доказано, что группа сверхразрешима, если все ее такие подгруппы нормальны. В 
дальнейшем было доказано, что группа G сверхразрешима, если либо каждая максимальная 
подгруппа любой силовской подгруппы из G c-нормальна в G [2], либо каждая такая под-
группа дополняема в G [3]. В работе [4] было установлено, что разрешимая группа G сверх-
разрешима, если каждая максимальная подгруппа любой ее силовской подгруппы из F(G) 
обладает сверхразрешимым добавлением в G. Дополняя эти результаты, в данной работе мы 
даем новые критерии p-замкнутости и p-нильпотентности группы на основе свойств макси-
мальных подгрупп силовских подгрупп. 
Предварительные сведения. Пусть A, B – два экземпляра группы кватернионов по-
рядка 4. И пусть G – произведение этих групп с объединенным центром. Тогда ясно, что под-
группа A не имеет в группе G абелевого добавления, но в то же время G=AB, где B/B∩AG – абе-
лева группа. Данный пример является мотивировкой для введения следующего определения.  
Определение. Пусть F – класс групп. И пусть H – подгруппа группы G. Тогда под-
группу T группы G назовем F-s-добавлением к H в G, если HT=G и T/T∩HG∈F. 
В этом случае мы также говорим, что H F-s-добавляема в G. В частности, мы говорим, 
что H p-нильпотентно s-добавляема в G, p-сверхразрешимо s-добавляема в G и т.д., если 
G=HT и T/T∩HG  p-сверхразрешимая (соответственно, p-нильпотентная и т.д.) группа. 
Напомним, что класс групп F называется гомоморфом, если он содержит любую фак-
торгруппу любой своей группы. Класс групп называется наследственным, если он содержит 
любую подгруппу любой своей группы. 
Основные свойства F-s-добавлений отражены в следующей лемме, доказательство ко-
торой осуществляется прямой проверкой. 
Лемма 1 [4]. Пусть F – наследственный гомоморф. И пусть H – подгруппа группы G. 
Тогда выполняются следующие утверждения: 
(1) Если T – F -s-добавление к H в G и K⊴G, то TK/K – F-s-добавление к HK/K в G/K. 
(2) Пусть K⊴G и K≤ H, T. Тогда подгруппа T является F-s-добавлением к H в G тогда 
и только тогда, когда T/K – F-s-добавление к H/K в G/K. 
(3) Если H ≤ D ≤ G и T – F-s-добавление к H в G, то HG(T∩D) – F-s-добавление к H в D. 
Группа G называется p-замкнутой, если ее силовская p-подгруппа нормальна. Одно из 
ключевых свойств p-замкнутых групп заключено в следующей лемме. 
Лемма 2 [5]. Класс всех p-замкнутых групп является насыщенной формацией. 
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Группа G называется p-нильпотентной, если она обладает p'-холловской нормальной 
подгруппой. 
Лемма 3 [5]. Класс всех p-нильпотентных групп является насыщенной формацией. 
Лемма 4 [6]. Пусть H/K – главный фактор группы G. Тогда |H/K| является простым 
числом p тогда и только тогда, когда G/CG(H/K) – циклическая группа порядка, делящего p- 
Лемма 5. Пусть A и B – такие подгруппы группы G, что (|G:A|, |G:B|)=1. Тогда G=AB. 
Лемма 6 [5]. Пусть A и B – такие подгруппы группы G, что G=AB. Тогда G=ABx для 
любого элемента x из G. 
Лемма 7 [7]. Пусть K и H – подгруппы группы G. Тогда, если K⊴G и K⊆Ф(H), то K⊆Ф(G). 
Лемма 8 [8]. Пусть M – максимальная подгруппа группы A, N1 и N2 – различные ми-
нимальные нормальные подгруппы A, причем N1⊈M и N2⊈M. Тогда  
N1≃L=(N1 N2)∩M≃N2, 
N1∩M = 1 = N2∩M 
и справедливы следующие утверждения: 
1) если подгруппы N1 и N2 абелевы, то N1MA = N2MA; 
2) если подгруппы N1 и N2 неабелевы и N – произвольная минимальная нормальная под-
группа в A, то либо N1MA = NMA, либо N2MA = NMA. 
Лемма 9 [9]. Пусть G – неабелева простая группа, H – ее подгруппа и |G:H| = pa, где 
p – простое число и a – натуральное число. Тогда верно одно из следующих утверждений: 
(1) G = An и H ≃ An-1, где n = pa; 
(2) G = PSLn(q) и |G:H| = (qn -1)/(q-1) = pa, где n – простое число; 
 (3) G = PSL2(11) и H≃A5; 
(4) G = M23 и H≃M22 или G = M11 и H≃M10; 
(5) G = PSU(4,2)≃PSp(4,3) с ra = 32. 
Лемма 10 [5]. Пусть G = G1G2. Тогда для любого простого числа p существуют та-
кие силовские p-подгруппы P, P1 и P2 соответственно в G, G1 и G2, что P = P1P2. 
Лемма 11 [8]. Пусть N ≤ Soc(G), где N⊴G. Тогда существует нормальная подгруппа T 
в G, такая, что Soc(G) = N×T. 
Лемма 12 [10]. Пусть G – разрешимая группа, которая содержит неединичную нор-
мальную подгруппу N с сверхразрешимой фактор-группой G/N. Если каждая максимальная 
подгруппа любой силовской подгруппы из F(N), не являющаяся нормальной в G, имеет  
p-сверхразрешимое s-добавление в G, то G p-сверхразрешима. 
Основные результаты. 
Теорема 1. Пусть G – группа, имеющая неединичную нормальную подгруппу N с p-
замкнутой факторгруппой G/N. Если каждая максимальная подгруппа любой силовской под-
группы из N p-замкнуто s-добавляема в G, то G p-замкнута.  
Доказательство. Предположим, что теорема не верна, и пусть G – контрпример минималь-
ного порядка. Тогда p делит |G|. 
Пусть L – минимальная нормальная подгруппа в G. Допустим, что L ⊆ N и L ≠ N. Тогда 
N/L – такая неединичная нормальная в G/L подгруппа, что (G/L) (N/L) ≃ G/N – p-замкнутая 
группа. Пусть Q/L – силовская q-подгруппа в N/L и M/L – максимальная в Q/L подгруппа. Пусть 
Q1 – силовская q-подгруппа в Q. Тогда Q = Q1L. Понятно, что Q1 – силовская q-подгруппа в N. 
Покажем, что M ∩ Q1 – максимальная в Q1 подгруппа. Действительно, 
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Согласно условию подгруппа Q1∩ M p-замкнуто s-добавляема в G. Заметим, что M = 
M ∩ Q1L = L(M ∩ Q1). Значит, M/L = L(M ∩ Q1)/L. Применяя теперь лемму 1, видим, что 
подгруппа M/L p-замкнуто s-добавляема в G/L. Итак, условие теоремы справедливо для G/L. 
К аналогичному выводу приходим и в случае, когда L ⊈ N. 
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Допустим, что L ≠ N. Тогда, поскольку по лемме 2 класс всех p-замкнутых групп яв-
ляется насыщенной формацией, то в рассматриваемом случае L = Soc(G) – единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа в G, L ⊈ Φ(G) и L не является p-группой. Предположим, 
что N ≠ G. Тогда, поскольку согласно лемме 1 условие теоремы выполняется в группе N, то 
N – p-замкнутая группа. Пусть Np – силовская p-подгруппа в N. Тогда поскольку Np char N ⊴ 
G, то Np ⊴ G. Значит, если Np ≠1, то L ⊆ Np, что приводит к противоречию. Итак, Np = 1. До-
пустим, что N – q-группа для некоторого простого числа q, и пусть M – такая максимальная в 
G подгруппа, что L ⊆ M. Тогда LM = G. Значит, если C = CG(L), то C = C ∩ LM = L(C ∩ M), 
что влечет C = L. Согласно лемме 4 это означает, что Oq(G/L) = 1. Но N/L – неединичная 
нормальная q-подгруппа в G/L, противоречие. Следовательно, |π(N)| > 1. Пусть q, r – различ-
ные простые делители порядка группы N. Пусть Nq и Nr – силовские q-подгруппа и r-
подгруппа в N соответственно. Пусть Q –максимальная подгруппа в Nq, R – максимальная 
подгруппа в Nr. Согласно условию в группе G имеются такие две p-замкнутые подгруппы T1 и 
T2, что QT1 = G = RT2. Понятно, что T1 ≠ G ≠ T2. Значит, |G:T1| = qα и |G:T2| = rβ для некоторых 
α, β ∈ ℕ. Согласно лемме 5, G = T1T2. Так как N – p'-группа, то силовская p-подгруппа Pi груп-
пы Ti является силовской p-подгруппой в G, i = 1, 2. Согласно теореме Силова для некоторого 
x ∈G имеет место xPP 21 = . Согласно лемме 6 
xTTG 21= . Но P1⊴T1, P1⊴
xT2 . Значит, P1⊴G, т.е. G 
– p-замкнутая группа. Полученное противоречие показывает, что N = G. 
Ввиду рассуждений, приведенных выше, нам достаточно ограничиться рассмотрением 
случая, когда G – бипримарная, а значит, разрешимая группа. Пусть Gp – силовская p-
подгруппа в G и P1 – такая максимальная в Gp подгруппа, которая не содержит L (наличие 
такой подгруппы вытекает из леммы 7). Согласно условию в G имеется p-замкнутая под-
группа T, такая, что P1T = G. Ясно, что T ≠ G. Значит, поскольку |G:T| = |P1:T∩P1|, то p│|T|. 
Пусть Tp – силовская p-подгруппа в T. Так как L – p'-группа, то L⊆T. Значит, Tp⊆CG(L)⊆L. 
Противоречие. 
Таким образом, необходимо лишь рассмотреть случай, когда L = N – минимальная 
нормальная подгруппа в G. Если N не является разрешимой группой, то |π(N)| >2, так как вся-
кая бипримарная группа разрешима. В этом случае, рассуждая так же, как выше, видим, что G 
– p-замкнутая группа, что невозможно. Итак, L = N – q-группа для некоторого простого числа 
q. Пусть L1 – максимальная в L подгруппа и пусть T – такая p-замкнутая подгруппа группы G, 
что L1T = G. Так как G не является p-замкнутой, то T ≠ G. Ясно, что L1 ∩ T = L ∩ T =1. 
Значит, |G:T| = |L1| = | L |. Вновь полученное противоречие завершает доказательство теоремы. 
 Теорема 2. Пусть G – группа, имеющая неединичную нормальную подгруппу N с p-
нильпотентной факторгруппой G/N. Если каждая максимальная подгруппа любой силовской 
подгруппы из N p-нильпотентно s-добавляема в G, то G p-нильпотентна.  
Доказательство. Предположим, что теорема не верна, и пусть G – контрпример минимально-
го порядка. Нетрудно показать, что в группе G имеется единственная минимальная нормальная 
подгруппа R ⊈ Ф(G) и G/R – p-нильпотентная группа. Понятно также, что p│|R| и R⊆ N. 
Покажем, что R – абелева группа. Предположим, что имеет место противное. Пусть 
π(R) = {p1, …, pt}. Тогда, поскольку любая бипримарная группа разрешима, то t > 2. Не теряя 
общности мы можем считать, что p1 = p. Пусть Ni – силовская pi-подгруппа в N и Ei – макси-
мальная в Ni подгруппа, i =1, …, t. Согласно условию в группе G найдется такая подгруппа 
Ti, что EiTi = G и Ti/Ti ∩(Ei)G – p-нильпотентная группа. Понятно, что в действительности 
(Ei)G = 1. Рассмотрим подгруппу Di = RTi. Понятно, что ,|:||:| iiii pTRRTD
α=∩=  где αi∈{0, 
1, …}. Допустим, что для некоторого i ∈{1, …, t } имеет место |R:R ∩Ti| = 1. Тогда R – p-
нильпотентная группа. Так как Op'(R) char R ⊴ G, то Op'(R) ⊴G. Так как R –минимальная 
нормальная в R подгруппа и p │(R), то Op'(R) = 1. Но тогда R – p-группа, а значит, R – абеле-
ва группа. Полученное противоречие показывает, что для всех i ∈{1, …, t} имеет место R ∩Ti 
≠ R. Так как |R:R ∩ Ti| = iip
α  , то для некоторой силовской pi-подгруппы Ri группы R имеет 
место R = (R ∩ Ti)Ri, i =1, …, t.  
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Заметим, что R = A1, × …× An, где A1, …, An – изоморфные простые неабелевы груп-
пы. Понятно, что для каждого i ∈{1, …, t} в группе R найдется такая максимальная подгруппа 
Mi, что |R:Mi| = iip
β , где βi ∈ℕ. Группа R/(Mi)R, очевидно, примитивная и |R/(Mi)R : Mi/(Mi)R| ≠ A1. 
Значит, согласно лемме 8 R/(Mi)R ≃ A1. Это означает, что при каждом i ∈{1, …, t }  A1 до-
пускает факторизацию A1 = ipA Di, где ipA – силовская pi-подгруппа в A1 и |A1:Di| ≠1. Приме-
няя теперь лемму 9, видим, что это невозможно. Таким образом, R – абелева p-группа. 
Допустим, что N ≠ G. Так как согласно лемме 1 условие теоремы верно для N, то в си-
лу выбора группы G мы видим, что N – p-нильпотентная группа. Понятно, что Op'(N) = 1. 
Значит, N – p-группа, и поэтому в силу леммы 4 N = R. Пусть L – максимальная в R подгруп-
па. По условию в группе G имеется такая подгруппа T, что TL = G и T/T ∩ LG = T/1 – p-
нильпотентная группа. Так как группа G не является p-нильпотентной, то T ≠ G. Понятно, 
что T ∩ L =1. Значит, |G:T| = |L|. Но, с другой стороны, ясно, что RT = G и R ∩ T =1. Значит, 
|G:T| = |R| ≠ |L|. Полученное противоречие показывает, что N = G. Пусть M – такая макси-
мальная в G подгруппа, что RM=G. Пусть C=CG (R). 
Тогда C = R. Пусть Gq – силовская q-подгруппа в G, где q ≠ p и Q – максимальная в Gq 
подгруппа. Согласно условию в группе G имеется такая p-нильпотентная подгруппа T, что 
QT = G. Понятно, что |G:T| = qα для некоторого α ∈ ℕ. Значит, R ⊆ T, и поэтому Op' (T) ⊆ C, 
что влечет Op'(T) =1. Следовательно, T – p-группа. Но так как |Q| < |Gq|, то по лемме 10 q |T|. 
Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.  
Теорема 3. Пусть G – разрешимая группа, имеющая неединичную нормальную под-
группу N с нильпотентной факторгруппой G/N. Если каждая максимальная подгруппа  
любой силовской подгруппы из F(N) имеет p-нильпотентное s-добавление в G, то G p-
нильпотентна.  
Доказательство. Предположим, что утверждение не верно, и пусть G – контрпример 
минимального порядка. В этом случае мы имеем Ф(G) =1, и F(G) – прямое произведение не-
которых минимальных нормальных подгрупп в G. Пусть R – силовская q-подгруппой в F(N) 
и пусть M – максимальная подгруппа в R. Тогда по условию в группе G найдется подгруппа 
T в G такая, что MT = G и T/MG ∩ T является p-нильпотентной группой. Следовательно, 
TR/R = G/R ≃ T/T ∩R – p-нильпотентная группа. Если q ≠ p, тогда R – p '-группа, и G p-
нильпотентна, это противоречит выбору группы G. Следовательно, R = F(N) = Op(N).  
Поскольку F(N) char N ⊴ G, мы имеем F(G)⊴ G, и поэтому F(N) ⊆ F(G). Теперь, по лемме 11, 
F(N) = R1 × R2 × … × Rn для некоторых минимальных нормальных подгрупп R1, R2, …, Rn 
группы G. Из леммы 12 мы имеем |Ri | = p, для всех n = 1, 2, …, n. Следовательно, для каждо-
го i ∈{1, 2, …, n } подгруппа Mi = R1 × … × Ri-1 × Ri+1 × … × Rn является максимальной в R и 
Mi ⊴ G. По условию для каждого i в группе G найдется подгруппа Ti, такая, что TiMi = G и 
Ti/Ti ∩ Mi ≃ Ti Mi/Mi = G/Mi является p-нильпотентной группой. Но 1
1
==
=

n
i
iMD , и поэтому 
группа G p-нильпотентна. Если же n =1, то R = R1 – группа порядка p с единичной макси-
мальной подгруппой. Следовательно, G – p-нильпотентная группа согласно условию теоре-
мы. Это противоречие заканчивает доказательство теоремы. 
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